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凸函数

❑ 基本性质和案例 
❑ 保凸运算 
❑ 共轭函数 
❑ 拟凸函数 
❑ 对数-凹函数和对数-凸函数 

❑ 关于⼴义不等式的凸性
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定义

❑                      为凸函数，则其满⾜定义域为凸集，且

❑ 对所有

❑ 若f为凹函数，则-f为凸函数

❑ 仿射函数
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约束凸函数到直线

❑                      为凸函数，当且仅当函数

为凸函数，对任意

❑ 可将凸函数的检测转化为单变量函数凸性的检测
❑ 例：                此处：

❖此处，   是                           的特征值
❖由于函数g 为凹函数，因此f 也为凹函数。
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❑ 函数f 的扩展值延伸   表⽰：
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扩展值延伸

❑ 函数f 的扩展值延伸   表⽰：

❑ 据此，可简化凸函数的表⽰:

❑ 等价于如下两个表达式： 
❖1. 函数f 的定义域为凸集； 
❖2. 对
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⼀阶条件

函数f 的⼀阶近似表⽰全局下估计
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⼆阶条件

❑ 函数f 为⼆阶可微，其满⾜函数f 的定义域是开
集，且Hessian矩阵处处存在

❑ ⼆阶条件 
❖对定义域为凸集的⼆阶可微函数f ，若其为凸函

数，当且仅当

❑ 若                                              ，则其为严格凸函
数
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例

❑ ⼆次函数

❑ 若          ，则为凸函数
❑ 问题： 

❖严格凸时，P是否⼀定为正定矩阵？
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❑ 仿射函数
❑ 指数函数

❖   f′ (x) = aeax

❖ f′ ′ (x) = a2eax

❑ 幂函数：  ，x为正实数xa

❖   f′ (x) = axa−1

❖ f′ ′ (x) = a(a − 1)xa−2

❖ f′ ′ (x) = { ≥ 0 if a ≥ 1 or a ≤ 0
≤ 0 if 0 ≤ a ≤ 1

0
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• p = 0.5
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❖P(ax) = |a| P(x)
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❖P(x) = 0 ⟺ x = 0
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❑ 极⼤值函数

❑ 现实中不易求解：不可导 
❖解析逼近
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❑ g′ ′ (t) ≤ 0
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❖            为凸函数，当函数f 为凸函数，

❑ 求和
❖                 为凸函数，当          为凸函数

❑ ⾮负加权求和
❖是保凸运算

❑ 可扩展到⽆限项、积分

❖对集合A中每⼀个y，f(x, y)是凸函数
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❑ 取m=2:

❖ f(θx + (1 − θ)y)
= max{f1(θx + (1 − θ)y), f2(θx + (1 − θ)y)}
≤ max{θf1(x) + (1 − θ)f1(y), θf2(x) + (1 − θ)f2(y)}
≤ max{θf1(x), θf2(x)} + max{(1 − θ)f1(y), (1 − θ)f2(y)}
= θf(x) + (1 − θ)f(y)

❑ 分段线性函数为凸函数
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❑ 函数                       和                       的复合：

❑ 假设n, k=1，定义域均为实数集，g和h⼆阶可微

❑                               ⇔f为凸函数

❖h为凸，不减，g为凸，则f为凸

❖h为凸，不增，g为凹，则f为凸

❖h为凹，不减（增），g为凹（凸），则f为凹
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❑若g为凸，则                 为凸函数
❖h(x)=exp x，凸，扩展值不减

❑若g为凹函数且为正，则              为凹函数
❖h(x)=log x, 凹，扩展值不减

❑若g为凹函数且为正，则             为凸函数
❖h(x)=1/x, 凸，扩展值不增

❑若g为凸函数且⾮负，p≥1，则           为凸函数
❖ , 凸，扩展值不减h(x) = xp(x ≥ 0)

❖h(x) = {xp if x ≥ 0
0 if x < 0
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❑若 是关于 的凸函数，且集合 为凸集f(x, y) (x, y) C

❖ 为凸函数g(x) = inf
y∈C

f(x, y)

❑例：f(x, y) = xT Ax + 2xTBy + yTCy

❖其中， ，[ A B
BT C] ≥ 0 C > 0

❖g(x) = inf
y

f(x, y) = xT(A − BC−1BT)x

❖ 为凸函数g(x)
❖A − BC−1BT ≥ 0
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❑ 向量的相对熵

❖注意：不是⾮负加权和

❑ KL散度

❖凸函数
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❑ 函数                       的𝛂-下⽔平集：

❑ 凸函数的所有下⽔平集为凸集
❖对于

❖反之不⼀定正确
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❑ 函数f 的共轭函数为

x

f (x)

(0, − f*(y))

yx
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❑ ⼆次函数：

❖
∂(yT x − (1/2)xTQx)

∂x
= y − Qx = 0

❖x = Q−1y
❖ f*(y) = yTQ−1y − (1/2)yT(Q−1)TQQ−1y
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❑ 复数的共轭
❖(a+bi)* = a-bi
❖(a-bi)* = a+bi

❑ 函数的共轭
❖ f**=f    ?
❖若f为凸，且为闭函数，则f**=f 
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❑ 函数.                         为拟凸函数，当其定义域为凸集，且
其下⽔平集.                                                       对所有     均
为凸集

❑ 函数f 为拟凹函数，若-f 为拟凸函数

❑ 函数f 为拟线性函数，若同时为拟凹和拟凸函数
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❑ ⾮零元素的个数 
❖ f(x) = ∥x∥0

x x1

x2
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❑ min
x∈C

∥x∥0
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∥x∥1

❑ min
x∈C

log(xxT + 1)

x

log(ax2+1)



55

可微拟凸函数



55

可微拟凸函数

❑ 凸函数的⼀阶条件



55

可微拟凸函数

❑ 凸函数的⼀阶条件



55

可微拟凸函数

❑ 凸函数的⼀阶条件

❑ 拟凸函数的⼀阶条件



55

可微拟凸函数

❑ 凸函数的⼀阶条件

❑ 拟凸函数的⼀阶条件



55

可微拟凸函数

❑ 凸函数的⼀阶条件

❑ 拟凸函数的⼀阶条件

❑ 证明：仅考虑⼀维情况



55

可微拟凸函数

❑ 凸函数的⼀阶条件

❑ 拟凸函数的⼀阶条件

❑ 证明：仅考虑⼀维情况
❖⇒



55

可微拟凸函数

❑ 凸函数的⼀阶条件

❑ 拟凸函数的⼀阶条件

❑ 证明：仅考虑⼀维情况
❖⇒



55

可微拟凸函数

❑ 凸函数的⼀阶条件

❑ 拟凸函数的⼀阶条件

❑ 证明：仅考虑⼀维情况
❖⇒



55

可微拟凸函数

❑ 凸函数的⼀阶条件

❑ 拟凸函数的⼀阶条件

❑ 证明：仅考虑⼀维情况
❖⇒



55

可微拟凸函数

❑ 凸函数的⼀阶条件

❑ 拟凸函数的⼀阶条件

❑ 证明：仅考虑⼀维情况
❖⇒

f(θx + (1 − θ)y) − f(θx + (1 − θ)x) ≤ 0



55

可微拟凸函数

❑ 凸函数的⼀阶条件

❑ 拟凸函数的⼀阶条件

❑ 证明：仅考虑⼀维情况
❖⇒

f(θx + (1 − θ)y) − f(θx + (1 − θ)x) ≤ 0
 f′ (x)(1 − θ)(y − x) + o[((1 − θ)(y − x))2] ≤ 0



55

可微拟凸函数

❑ 凸函数的⼀阶条件

❑ 拟凸函数的⼀阶条件

❑ 证明：仅考虑⼀维情况
❖⇒

f(θx + (1 − θ)y) − f(θx + (1 − θ)x) ≤ 0
 f′ (x)(1 − θ)(y − x) + o[((1 − θ)(y − x))2] ≤ 0

f′ (x)(y − x) ≤ 0
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❑ 拟凸函数的⼆阶条件

❑ ⼀维函数下
❖yf′ (x) = 0 → y2 f′ ′ (x) ≥ 0

❖{y = 0 0 ≥ 0
f′ (x) = 0,y ≠ 0 f′ ′ (x) ≥ 0
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❑ 正值函数f 为对数-凹函数，需满⾜         为凹函
数： 

❑ 正值函数f 为对数-凸函数，需满⾜         为凸函
数 

❑ 若函数f为对数-凸函数，则函数f为凸函数
❖ f = elog( f )

❑ 若函数f为凹函数，则函数f为对数凹函数
❖ log( f )
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                                               为对数-凹函数
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